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En razón a esta consideración y al tipo de trabajo realizado individual, grupal y 
colectivo se describen las estrategias utilizadas. 
Procedimientos individuales: Ana al resolver la tabla explica su procedimiento a 
través de la división: primero dividí 12 + 3 = 4 Y me di cuenta que en 4 minutos hace 
una vuelta de manera que multiplique 4 por el número de vueltas 20 minutos 5 
vueltas; 40 minutos 10 vueltas; 60 minutos 15 vueltas; 80 minutos 20 vueltas; 100 
minutos 25 vueltas. 
Por su parte, Jimena explica, tuve en cuenta que en la primera vuelta se demoro 12 
minutos entonces en cada vuelta se demora 4 minutos. 
Enrique señala: para poder saber los datos de tiempo se coge un numero que 
multiplicado por 4 de el resultado que se encuentra en la tabla y para saber los datos 
de número de vueltas se coge un número que dividido en 4 de el resultado que se en 
cuentra en la tabla. 
Juan :en cada vuelta se gasta 4 minutos 3·.4 = 12; 20 + 4 = 5 ; 7.4= 28; 36+ 
4=9; 35.4 = 140 
Se evidencia el uso de estrategias locales, constatación de la existencia del operador 
entre pares de valores 
Una de las características de esta tarea son los datos, pues con ellos se buscaba generar 
como procedimiento, el uso del operador funcional xh) para relacionar las dos 
variaciones. Este supuesto se hacía con base en el conocimiento que los estudiantes de 
este nivel deben tener sobre propiedades factoriales del número. 
Posterior al trabajo individual, se desarrolló la discusión en colectivo de la clase. En un 
primer momento la estrategia común defendida por la mayoría era la necesidad de 
"reducir a la unidad" introducida en la enseñanza en los problemas de proporcionalidad 
directa, sin embargo las argumentaciones de Enrique producen en el grupo 
modificaciones en cuanto argumenta que es más fácil pensar en un número que 
multiplicado por 3 de 12, aunque el procedimiento es explicado localmente, funciona 
aparentemente para este par de valores. A lo cual responde Ana que no es fácil por 
cuanto no se ve para todos los datos. Lo que implícitamente esta argumentando Ana, 
es la dificultad para deducir la generalización del operador funcional pues la 
disposición de los datos en la tabla no lo permiten. Sin embargo el grupo acepta la 
estrategia y con ella abordan la solución de la siguiente situación: 

Problema 2 
Los registros tomados por el entrenador para otro pupilo quien también 

mantuvo el mismo ritmo de carrera son : 

Tiempo 
minutos 

�~�-�-�-�-�-�-�-�-�~�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�~� 

a. ¿Cuántos minutos gasta para dar cinco 
vueltas ? Explique su respuesta. 



2 

4 
6 

10 

3 

6 
9 

15 

b. ¿ En doce minutos cuántas vueltas ha 
dado? Explique su respuesta. 
c : Con sólo los datos de la tabla calcule: 
¿ Cuánto tiempo gastaría en recorrer 
veinticuatro vueltas? Explique su 
respuesta. 
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Pero los datos de la tabla no penniten apoyarse en este procedimiento. La primera 
estrategia reconocida como válida por Ana, Jimena y Juan corresponde al modelo 
numérico. Para Ana y Jaime la estrategia sirve por cuanto los datos de la tabla lo 
ratifican 

2 + 1 =3 
4 +2 =6 
6 + 3 =9 
8 + 4 = 12 
10 + 5 = 15 

De esta manera se calcula primero la respuesta a la pregunta c. Por su parte Jimena 
utiliza al estrategia de las diferencias constantes entre las columnas al argumentar las 
vueltas varían de dos en dos y la del tiempo de 3 en 3 y al igual que sus compañeros 
calcula primero la respuesta correspondiente a las veinticuatro vueltas. Enrique acepta 
como válido este procedimiento y lo utiliza para responder la pregunta a, gasta 7.5 
minutos porque entre el 4 y el 6 estaría el 5 como a 4 se le suman 2 para dar 6 
minutos y como a 6 se le suma 3 para que de 9 a 5 se le suman 2.5 porque es la mitad 
de lo que se le suma a 4 y a 6. El procedimiento utilizado para resolver la pregunta b lo 
explica a sus compañeros de la siguiente forma: en doce minutos ha dado 8 vueltas 
porque en el número de vueltas voy de dos en dos y cuando llego a ocho coincide que 
el tiempo de minutos es 12. 
La situación altera la estructura de las situación manejada y aceptada como válida. 
Cuando se sucede la validación con el colectivo de la clase, una mayoría coincide con el 
procedimiento de las diferencias constantes y la respuesta a la pregunta a queda 
argumentada como una estimación en los siguientes términos gasta entre 5 y 8 minutos. 
Pero Jeimy argumenta que gasta exactamente 7 l¡2 porque 3 + 2 = 1 l¡2 y al multiplicar 
11/2 por 5 = 7 1/2, lo que genera por parte del profesor la pregunta sobre si se cumple 
para todo par de valores de la tabla. Pero Jeymi argumenta para saber cuanto tiempo 
gasta en recorrer veinticuatro vueltas no se necesita porque se sabe que 10 vueltas se 
dan en 15 minutos, 20 vueltas en 30 minutos y lo que me faltaba es decir 1 Yí (minuto 
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y medio) lo multiplique por 4 porque son 24 vueltas y me dio 6 minutos y adicione 30 
+ 6 Y me di cuenta que gasta 36 minutos en dar 24 vueltas. 
La argumentación de JeÍlny actúa en la clase a manera de un conflicto, pues varios 

estudiantes se dedicaron a comprobar su validez ensayando con otros datos. La 
evolución de la estrategia hacía el isomorfismo aditivo es muy rápida como lo 
manifiestan las investigaciones (Harte 1989, Llinares ,1992), aunque se construya para 
segmentos de valores, pues el hecho de acercarse a la respuesta mediante las relaciones 
aditivas en cada columna es vista como un caso particular de la estrategia elaborada del 
isomorfismo aditivo. 
Como se deduce este tipo de actividad, comunicar, da la posibilidad de poner de 
manifiesto la existencia de diferentes niveles de elaboración en las estrategias 
empleadas tanto individualmente como en grupos de trabajo. Lo que da pie a que los 
mismos compañeros produzcan conflictos. El profesor se encuentra en el tablero, 
organizando la discusión, resumiendo las diferentes estrategias y generando preguntas 
relativas a la generalidad de las estrategias planteadas en el sentido de su efectividad 
ante las condiciones estructurales de las diferentes tareas. La eficacia de una u otra 
estrategia queda vinculada a las características particulares de cada situación pues 
depende de los datos. Sin embargo la estrategia aceptada por el grupo, es la de 
encontrar el operador funcional a través de la división entre cantidades distintas. 
La evolución de las estrategias se evaluó a través de la solución a los problemas 3 y 4. 
(Anexo ). En el grupo de trabajo de Ana, JÍlnena, Juan y Enrique no hubo discusión 
alguna para establecer el operador funcional correspondiente y ratificar la generalidad y 
eficacia de la estrategia, Ana propuso al grupo datos no contenidos en la tabla. Lo que 
finalmente permitió que se aceptará como válido el siguiente argumento: la expresión es 
que la primera columna puede pasar a la segunda multiplicada por 25. Pero al igual 
que en las otras situaciones, el papel determinante desempeñado por la comunicación 
en el colectivo contribuyó a enriquecer las expresiones prealgebraicas que determinan la 
regla en este tipo de tareas. La expresión formulada por el grupo de J eimy multiplica el 
número de fotocopias por el valor de una que es 25 de nuevo fue considerada como 
válida y la que generaliza la situación. 
La solución al problema 4, fue elaborada con el objetivo de constatar las características 
de la función lineal, en diferencia con la función afino Sin embargo la situación del costo 
por el servicio como es el caso de Celullama, presentó dificultades a los estudiantes 
puesto que desconocían esta situación real. Aunque los datos de la tabla de Celurápida, 
facilitan el uso de cualesquiera de los procediInientos descritos, podemos afirmar con 
base en el utilizado por el grupo de Ana, que el operador funcional fue utilizado para 
establecer la regla y para generar las expresiones retóricas: celurápida: se multiplica el 
número de llamadas por 800, celullama: se multiplica el no de llamadas por 600 y 
después se le suma 6.000 que era el cargo y da el costo de la llamada. 
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Resaltamos la evolución de las estrategias desde una eficacia local, entre pares de 
valores, o en la localización punto por punto del operador a una eficacia más general, lo 
que corresponde a una comprensión más global de este tipo de tareas. Así mismo se 
destaca la adaptación de las estrategias empleadas a las características estructurales de 
las tareas, lo que revela un cambio cognitivo de los estudiantes. Lo que nos permite 
afumar que la evolución de las estrategias empleadas viene definida por la 
correspondencia entre las características estructurales de la tarea y las limitaciones 
inherentes a una estrategia particular. Esta afirmación se deduce del cambio de 
estrategias que produce la tarea del problema 2. 
Las estrategias locales, utilizadas en la solución del primer problema son necesarias 
para la construcción de estrategias generales 
Una primera conclusión es la de resaltar los aspectos dinámicos del aprendizaje 
favorecidos por las características de los diseños de instrucción. Este diseño, fue 
elaborado para favorecer en primer lugar la búsqueda de soluciones desde las 
estrategias de los estudiantes, como es el caso de los datos del problema l. Así mismo 
el papel de las verbalizaciones, orales y escritas, es determinante puesto que apoyan el 
proceso de reconceptualización al mismo tiempo que jalonan conflictos cognitivos entre 
los estudiantes. 

B. 5.2 Gráficas: patrones y crecimiento, Protocolos 

El protocolo describe las estrategias utilizadas por cada uno de los miembros del grupo 
de Ana y en su confrontación con el colectivo de la clase. Siendo conscientes de las 
dificultades que presenta la interpretación de la gráfica de una función y además de las 
competencias que los estudiantes participantes en el estudio poseen para enfrentarse a 
este tipo de tareas, el diseño de instrucción centro más la intención de generar el 
conflicto a través del trabajo individual- colectivo. 
En cuanto a la interpretación de lo que representa la gráfica Ana, Juan y Jimena 
coinciden en afumar que representa cómo recorre t y d el atleta. Jimena es más 
explícita pues afirma que representa el tiempo que gasta y la distancia que recorre el 
atleta. Para Enrique, representa el ritmo que lleva. Desde este punto de vista, se puede 
afirmar que a pesar de que los estudiantes no han sufrido el proceso formal de la 
enseñanza de la lectura e interpretación de gráficas cartesianas, ni el aprendizaje de la 
sintaxis del sistema cartesiano, sí poseen intuitivamente aproximaciones a este tipo de 
elaboraciones. Sin embargo cuando se les solicita trabajar sobre la gráfica como es el 
caso de las preguntas d, cada uno de los estudiantes calcula la distancia recorrida 
utilizando la tabla, por ejemplo, Ana calcula el operador funcional en la tabla, 300 luego 
la multiplica por 12 da la respuesta y coloca el 12 en la gráfica y el correspondiente 
valor en Y. Este procedimiento representa el comportamiento de la clase en general. 
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En lo referente a la lectura de los patrones generales de comportamiento lineal 
formulados en la situación problema 2, el grupo de Ana coincide en expresar que la 
distancia aumenta en cantidades iguales y el tiempo también aumenta en cantidades 
iguales. Con esta afinnación se revela una aproximación informal al tipo de crecimiento 
que caracteriza este patrón de comportamiento, pues comprenden que cambios en una 
de las variables dan lugar a cambios en la otra, aunque este poco cargado de simbolismo 
Sin embargo, la dificultad intrínseca que comporta este tipo de tareas aunado al 
desconocimiento por parte de los estudiantes de los prerrequisitos descritos y también a 
las limitaciones del tiempo prescrito para realizar la experiencia no permitieron un 
acercamiento más significativo a la comprensión del patrón para construir un 
acercamiento al modelo matemático funcional. 
Estas dificultades se explicitaron más al resolver la pregunta d (Prolongue la gráfica: 
qué información adicional se obtiene ?)puesto que la pregunta buscaba generalizar el 
comportamiento gráfico de este tipo de patrón, pues identifica la función lineal, y = Kx 
y la diferencia de la función afin y = mx + b. En el grupo de Ana solo Enrique 
respondió pasa por cero. Este hecho, junto al escaso numero de soluciones gráficas 
dadas a la situación de extrapolación e interpolación constata el escaso trabajo sobre 
tareas gráficas que se propone en la escuela, pues las respuestas cuyas soluciones 
implican procesos aritméticos (preguntas b y c del problema 4) son respondidas 
mayoritariamente. 
Ante estas dificultades el profesor intervino permanentemente, en contraste al número 
de intervenciones realizadas en las situaciones numéricas, debía animar constantemente 
la discusión para centrar la comprensión del patrón del comportamiento gráfico. 
Teniendo en cuenta las restricciones escolares de los estudiantes y de la 
experimentación descritas al inicio, se puede afirmar la evolución de las estrategias se 
dio desde una interpretación local a una interpretación general del comportamiento del 
patrón gráfico, en este tipo de relaciones funcionales. La variable contenido innovativo 
se convirtió en un obstáculo didáctico, puesto que las tareas propuestas eran totalmente 
nuevas, lo que implica una mayor trabajo y por tanto mayor tiempo para el desarrollo 
de los prerrequisitos. 
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Reflexión Final y Conclusiones 

Teniendo en cuenta que nuestro compromiso en esta investigación responde desde el 
principio, a la necesidad de conjugar la dimensión teórica y práctica hemos otorgado 
prioridad al contexto en que se desarrolla el proceso de enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas, con toda su riqueza y la multiplicidad de variables que lo conforman. Es 
también en este sentido que la investigación ha priorizado los procesos constructivos 
que desarrollan los alumnos en tomo a los conceptos de función y función lineal. 
En consideración a este compromiso, la investigación se desarrollo en las siguientes dos 
etapas. La primera, corresponde a la modalidad teórica, donde centramos nuestra 
atención en los análisis teóricos de los respectivos campos conceptuales de los objetos 
de estudio. Para abordar los aspectos estructurales del concepto de función, nos 
apoyamos en el análisis histórico epistemológico, lo que nos permitió elaborar una serie 
de supuestos, delimitar el problema de investigación y construir la concepción de 
función para el diseño. Así mismo nos permitió imbricar la interdependencia entre los 
sistemas se representación característicos de esta concepción, establecer las dificultades 
y los objetos matemáticos asociados. En lo que respecta al análisis teórico del 
concepto de función lineal, abordamos el estudio del campo conceptual. 
Como parte esencial de esta primera etapa reseñamos los análisis didácticos realizados 
en tomo a los textos y programa curricular vigente, puesto que hacen parte esencial del 
contexto. A nivel cognitivo nos apoyamos de un lado, en el estudio de las concepciones 
cognitivas de los estudiantes yen el estudio del conocimiento profesional del profesor, 
por cuanto su conocimiento es indispensable para determinar la complejidad de 
variantes presentes cuando se pretende modificar o innovar la práctica de la enseñanza 
y el aprendizaje de las matemáticas. Si bien a nivel cognitivo para el caso de la función 
lineal no elaboramos este tipo de estudios, sí nos apoyamos en resultados de 
investigación sobre los procesos cognitivos asociados a este tipo de contenido. 
Como resultado de la segunda etapa, la práctica, podemos señalar la viabilidad de la 
propuesta, si bien se han de tener en cuenta las siguientes dificultades 

- Es necesario modificar substancialmente las representaciones que prioriza la 
actual enseñanza de las matemáticas para dar cabida al uso de sistemas de 
representación analógicos. 
- Es también necesario desde la primaria desarrollar en los estudiantes las 
nociones de variable y el estudio de la variación a través de procesos aritméticos 
y de tareas donde la regularidad y los patrones sean el objeto central de estudio. 
- A nivel de los profesores de matemáticas se requiere con urgencia cualificar el 
conocimiento profesional por cuanto este involucra las reflexiones sobre la 
didáctica de las matemáticas como un campo de actuación profesional y permite a 
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los profesores participar con autonomía critica en el diseño y desarrollo de las 
matemáticas escolares. 

Por lo que respecta a la experimentación y a la infonnación obtenida sobre el proceso 
constructivo de los estudiantes, compartimos especialmente con Hans Freudenthal el 
segundo y el tercer problema de los once fundamentales de la Educación Matemática 
En especial hemos estado motivados por "aprender a observar los procesos de 
aprendizaje", observar según Freudenthal es "analizar, pero no promediar o aplicar 
otros procedimientos estadísticos ni encajar los datos de la observación a modelos 
preconcebidos de la psicología evolutiva" Hemos aprendido a observar los procesos de 
aprendizaje, cómo evoluciona la comprensión, qué potencialidades pueden presentarse 
en el desarrollo de la clase. Hemos podido llevar a cabo este proceso gracias al estudio 
histórico y al estudio de los aspectos matemáticos que determinan un campo conceptual. 
Uno de las confirmaciones que aporta este trabajo es la importancia de la interacción 
que tiene lugar en la comunidad de la clase, pues a través suyo se generan conflictos 
cognitivos jalonados por los mismos estudiantes. Así mismo la interacción del profesor 
es vital. siempre y cuando posea una amplia concepción sobre el campo conceptual que 
este trabajando. 
Hacemos también referencia a ciertas insatisfacciones que nos deja el desarrollo de la 
investigación, como el hecho de querer abarcar un amplio espectro de los aspectos 
relativos a la comprensión de los conceptos y de pretender obtener al máximo 
infonnación que nos asegurará de manera anticipada el control estricto de las 
situaciones, lo que nos llevó a dedicar un tiempo a la discusión que ahora consideramos 
excesivo. De igual fonna el haber considerado que la introducción innovativa de 
contenidos en el aula podía realizarse en un lapso de tiempo limitado. 
Para concluir queremos indicar posibles puntos de avance en esta línea de investigación, 
los cuales comienzan a ser desarrollados por el grupo. 
Seria interesante a raíz de las redes conceptuales construidas en esta investigación 
plantearse qué cabida tiene este tópico para configurar el Bloque de las Funciones en 
los Lineamientos Curriculares 
Es necesario imbricar el estudio de la función como dependencia y sus modelos en un 
campo conceptual como el Cálculo, por cuanto ésta constituye uno de sus objetos 
básicos. Es también necesario avanzar sobre el estudio en la transición procesual/ 
estructural del concepto. 
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IlNexo 1. 

LAS VACACIONES Y LOS NUEVOS AMIGOS 

Alvaro y Beatriz se conocieron durante las vacaciones de Diciembre y 
se, hicieron amigos . ¿Quiénes son?, ¿Donde viven?, ¿Cómo son sus 
familias? , son preguntas que se pueden contestar al leer la 
información presentada en las siguientes fotos y diagramas. 

Fotos de las casas 

Alvaro Beatriz 

la siguiente gráfica informa sobre algunas características del lugar 
donde viven Alvaro y Beatriz. Analícela y conteste las preguntas 

temperatura del lugar 
donde viven 

. A 

. B 

Ni de personas por familia 
que viven en la misma casa 

• ¿Viven en ciudades diferentes? 
• ¿Quién viven en cl ima ca liente? 

1 



-, 

• ¿Tiene Beatriz más hermanos que Alvaro? 
• ¿ Cómo es la casa de cada uno? 
• ¿Cuál de las familias gastará más en Educación? 
• ¿Son Beatriz y Alvaro estudiantes? 
Es posible que algunas de las preguntas anteriores no tengan aun 
respuesta . A continuación se presentan otros gráficos de los cuales 
se puede obtener información. 

contaminación 
ambiental del lugar 
donde viven 

A B 
• • 

Gasto mensual de 
mercado por familia 

N~ de profesionales 
por familia 

• B 

• A 
N~ de estudiantes 
por familia 

Gastos mensuales 
por educación en 
familia 

- 6 

- A 

Ng de hijos por familia 

• ¿Es Alvaro un profesional? 
• ¿En qué se parecen las ciudades en que viven Alvaro y Beatriz? 
• ¿En cuál de las familias hay menos estudiantes? 
• ¿A cuál de estas familias se parece su familia? 
• ¿Es cierto que Beatriz es hija única? 
• ¿En caso de que le propusieran visitar a Alvaro y a Beatriz, a cuál 

visitaría? 
• ¿Serán los abuelos de Beatriz profesionales? 

• En las siguientes gráficas debe situar a Alvaro y Beatriz, teniendo 
en cuenta toda la información que ha obtenido. 
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gasto de ropa 
por familia 

ingresos 
mensuales 
por persona 

gasto mensual de 
transporte público por 
familia 

gasto mensual 
de agua por 
familia 

oportunidad 
de vacaciones 

posibilidad de tomar 
decisiones personales 

N" de cuartos por 
casa 

disponibilidad de tiempo 
para asistir a eventos 
culturales 

• Describa y explique cada gráfica y sus respuestas. 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

3 
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SITUACIONES DE VARIACION y DEPENDENCIA 

La siguiente tabla relaciona la forma cómo varía la temperatura el día 
en Bogotá 

Hora 
6 a .m. 
8 a .m. 

4 p.m. 
6 p.m. 

t oC 
5 

7 

1. Entre las 8 a.m. y las 12 m. la temperatura ¿ aumentará o 
disminuirá ? Explique 
2. ¿En qué horas la temperatura alcanza su máximo valor? 
3. Identifique en las siguientes gráficas ¿ cuál de ellas representa 
mejor la respuesta a la pregunta 2 ? 

6 
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4. Complete IR tabla colocando posibles temperaturas para cada dos 
horas . 
5 . ¿Entre qué valores varía la temperatura y entre qué valores el 
tiempo? 
6 . ¿A medida que avanza la mañana qué le sucede a la temperatura? 
7. ¿A medida que transcurre la tarde, qué le ocurre a la temperatura? 
8. Identifique en las siguientes gráficas ¿cuál representa la variación 
de la temperatura a lo largo de un día en Santafé de Bogotá? : 

Temperatura (OC) 

6am 6pm 
Tiempo (horas) 

18 oC Temperatura (OC) 

6 a.m. 6pm 
Tiempo (horas) 

7 

Temperatura (OC) 

6am 6pm 
TIempo (horas) 

Temperatura (OC) 

6am 6pm 
Tiempo (horas) 
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9 . Elabore una gráfica que represente Ta varfaclon de la temperatura 
en un día en la ciudad de Cartagena de Indias. 

LA EXPANSION DEL COLERA 

A una cierta temperatura una bacteria de cólera se reproduce según 
el siguiente esquema : 

bacterias - - ----
B 

4 

1h 

o h 1 
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1" En el diagrama represe"nte cuántas bacterias se han reproducido a 
las seis horas . 
2 . ¿Entre la primera y la tercera hora se aumenta o disminuye el 
número de bacterias? ¿Entre la segunda y la cuarta hora se aumenta 
o se disminuye el número de bacterias? 
3 . Transcurridas 24 horas qué se puede afirmar del número de 
bacterias reproducidas. 
4 . ¿De qué depende la reproducción de la bacteria del cólera? 
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